CPI2-UMG6P Analyse 3 Prof : Taha EL. BAKKALI EL KADI

Généralités [Ipts|

1. (2pt) Donner un exemple d’application continue entre deux espaces vectoriels normés E et
F dont 'image d’un ouvert de E n’est pas un ouvert de F. De méme, donner un exemple
d’application continue entre deux espaces vectoriels normés dont I'image d’'un fermé de E
n’est pas un fermé de F'.

2. (Ipt) Soit F un evn et A, B,C des parties non vides de E. Montrer que
X={zxeF| inf ||z —y||+ inf ||x — y|| = inf ||x —
(e Bl int le—yll+ inf [lo—yll = inf |lo 11

est un fermé de E.
3. (Ipt) Montrer que dans un evn, on a : B(0,1) = B¢(0,1).
4. (a) (Ipt) Soit I €]0,27]. En admettant que N+ 27Z est dense dans R. Montrer que pour tout
€>0, |l —e,l+€e[NN+ 277 est infini.
(b) (1.5pt) Montrer qu'il existe une suite (an)n>0 € N et une suite (by)n>0 € ZN telles que
an, + 2mby, converge vers [ et {a, + 27by, | n > 0} est infini.
(c) (Ipt) Justifier que {ay, |n > 0} est infini.
(d) (0.5pt) Déduire que pour tout y € [—1,1], il existe (y,) € NY telle que sin(y,) converge
vers y et {yn |n > 0} est infini.
(e) (1pt) Déduire que tout élément de [—1,1] est valeur d’adhérence de la suite (sin(n))p>o0.

Exercice 1 [6pts]

Soit n > 1. Notons P, l'espace des polynomes de R[X] degré n et Q l'espace des polynomes de
Pr qui sont scindés a racines simples dans R. On veut montrer que Q est un ouvert de R, [X]. Soit
Py € Q et notons (z1,...,2,) la famille croissante des racines de Py et choisissons y1,...,ynt1 tels
que : Y1 <r1 <...,<Tp < Yn+i-

1. (Ipt) Pour tout k€ {1,...,n+ 1}, on définit 'application
ok Ro[X] =R, Pr— P(yg) Po(yk)-

Montrer que pout tout k € {1,...,n+ 1}, ¢} est continue.
2. (1pt) Prouver que V = ﬂZI% w,;l(]Od-oo[) est un voisinage ouvert de Pp.

3. (1pt) Justifier que si on arrive & prouver que V C Q, alors on peut déduire que Q) est un
ouvert de R, [X].

4. (1.5pt) Soit P € V. Montrer que P et Py ont meme signe sur les yi. Déduire que P altérne
du signe entre yy et yi1 pour tout k € {1,...,n}.

5. (Ipt) Montrer que P admet au moins n racines réels.
6. (0.5pt) Déduire que P € Q.

Exercice 2 [7pts]

1. Soit K=R ou C. Pour toute matrice M € M, (K) on désigne sa classe de similitude par :

Sk(M)={PMP~' € M,(K)| PeGL,(K) }.



(a) (1pt) Supposons par absurde que Int(Sg(M)) = @, donc :
JA e Sx(M),3e >0, B(A,¢€) € Sx(M).

Montrer qu’on peut trouver une matrice dans B(A4,¢€) qui est proche de A & € pres, mais
avec une trace différente de la trace de A.

(b) (1pt) Conclure.

2. (a) (Ipt / Bonus) On suppose que A € M, (C) est diagonalisable. Montrer que B € My (C)
est semblable & A si, et seulement si,

xa=xp et ma(B)=O0On.

(b) (1pt) Supposons que M est diagonalisable dans My, (C). On définit ¢y : M, (C) — C,[X] x
My, (C) par par(N) = (xn, mar(N)). Montrer que cette application est continue.

(¢) (Ipt) En déduire que la classe de similitude d’une matrice diagonalisable est une partie
fermée de M, (C).

(d) (1pt) Inversement, on suppose que la classe de similitude d’une matrice M € M, (C) est
une partie fermée. Montrer que cette classe de similitude contient au moins une matrice
triangulaire supérieure T'.

(e) (Ipt ) Pour k € N*, on introduit la matrice diagonale D;, = diag(k,k?,...,k™). Calculer
DyTD; "

(f) (1pt ) Etablir que M est diagonalisable.

Exercice 3 [5pts]

1. (2pt) Soit A partie d'un espace vectoriel normé E et x € A. Montrer que 1'on est dans un
seul des deux cas suivants :

(i) il existe r > 0 tel que B(z,r)NA={z}; (On dit dans ce cas que = est point isolé de A.)
(if) pour tout r >0, B(x,r)NA est infini; (On dit dans ce cas que x est point d’accumulation
de A.)
Indication : Montrer que si (i) est fausse, alors (i) est vraie (Penser & construire une suite
(z5,) de A qui converge vers x avec &, # x pour tout n > 1.)
2. (Ipt) Montrer que z est un point d’accumulation de A ssi il existe une suite de AN qui
converge vers x et Vn > 1,2, # x.
3. Soit A={2:n>1}CR.
(a) (1pt) Déterminer I’ensemble des points isolés de A. (& justifier).
(b) (1pt) Déterminer I'ensemble des points d’accumulation A’ de A et déduire I'adhérence A
(& justifier).

Exercice 4 [Bonus] [6pts]

On fixe un entier d > 1. On note pavé (ou rectangle) ouvert rationnel tout produit
d
Q:H]Qiari[ ou g;, 1 € Q et ¢ <7y
i=1
On désigne par Ry la famille de tous les pavés ouverts rationnels de R,
1. (2pt) Montrer que Ry est une famille dénombrable.
2. (2pt) Soit V un ouvert non vide de R? et 2 € V. Montrer qu'’il existe un pavé ouvert rationnel
Qz tel que x € Q C V.
3. (2pt) Notons Ry :={Q € Rg: @ C V}. Montrer que V = U Q et que Ry est dénom-

QERYy
brable.



