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Exercice 1

Soit P € C[X] un polyndme unitaire de degré n > 1.
1. Montrer que lim;|_, 4 |P(2)| = +c0.

2. En déduire qu’il existe zg € C tel que inf,cc|P(2)| = |P(20)|. (Autrement dit, la fonc-
tion z +— |P(z)| atteint son minimum sur C. Le point zg est donc un candidat naturel
pour étre une racine de P.)

3. Justifier qu’il existe des coefficients bg,b1,...,b, € C tels que b, =1 et que, pour tout
z€C, P(z+20) = Y r_obrz®.

4. Supposons que zg ne soit pas une racine de P et posons

P(z+ 20)
Q(z) = ———.
®)="pt)
Soit k le plus petit entier de {1,...,n} tel que by = 0. Montrer qu’il existe une fonction

g:C — C telle que lim,_,pe(z) =0, et que, pour tout z € C,

b
Q(z) =1+ b—kzk (1+e(2)).
0
5. En posant 2—’3 = \l;k|e’ﬂ , montrer qu’en choisissant convenablement 1’argument 6 € R,
on peut prendre z = 7' de sorte que |Q(2)| < |1— |l~7k\7‘k‘ + b |7*|e(2)).
6. En déduire une contradiction avec la minimalité de |P(zg)| et conclure que P admet
au moins une racine dans C.

Exercice 2

1. Soit E un espace vectoriel normé, (uy)nen une suite d’éléments de E. On suppose que
u, — £ € E et on note
A={uy:neN}U{}.

Montrer que A est BL compact.

2. Soit E et F deux evn et f: E — F une application continue telle que, pour tout
compact K de F, f~1(K) soit compact. On veut montrer que f est une application
fermée, c’est-a-dire que 'image de tout fermé par f est un fermé.

(a) Soit A un fermé de E et (y, = f(n))n>0 € f(A)N qui converge vers y € F. Montrer
que (zn)p>0 est & valeurs dans un compact.
(b) Conclure.

3. Application. Soit n > 1 et notons F;, I’ensemble des polynémes unitaires de degré n de
R, [X] dont toutes les racines sont réelles. Montrer que F,, est un fermé de R, [X].




Exercice 3

1. Soit E un espace vectoriel normé et f : K — K une application continue sur un compact
K vérifiant :

V(z,y) € E*, w=y, |If(z)—f@)l<llz—yll
a) Montrer que inf z — f(z)|| =0 et déduire que f admet un point fixe z*, puis
(a) q veK q P . P
établir son unicité.

(b) Soit g un point quelconque de X. On définit la suite (zy,) par récurrence grace a
la relation zp41 = f(z,). Montrer que (zy,) converge vers I'unique point fixe x*.

(¢) Donner un exemple d’une fonction continue f:R — R vérifiant :

V(x,y)EEQ, T*Y, ‘f(x)_f(y)|<|x_y|a

qui n’admet pas un point fixe.




